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1.1

Rekurzivne funkcije

Pojam algoritma spada u osnovne matematicke pojmove, kao $to su npr. skup ili tacka, prava i
ravan, i kao takav se ne definiSe. Intuitivno algoritam shvatamo kao konacan spisak pravila koji
nam omogucava da reSimo zadat problem u kona¢no mnogo koraka. U ovom odeljku se pojam
algoritma definiSe pomocu pojma rekurzivne funkcije.

Oznacimo sa Ny pro$iren skup prirodnih brojeva, tj. Ny = NU{0}.
Definicija 1.1.1 Funkciju f : Ng — Ny, n € Ny, nazivamo aritmetickom funkcijom.

Problem koji razmatramo je izraCunavanje vrednosti funkcije f za zadatu n-torku brojeva iz
skupa Ny. Vrlo Siroka klasa problema se moze svesti na problem izra¢unavanja vrednosti jedne
aritmeticke funkcije. DefinisaCemo klasu aritmetickih funkcija za koje postoji efektivni postupak
(algoritam) za izraCunavanje njihovih vrednosti. Te funkcije nazivamo rekurzivnim funkcijamea.

Definicija 1.1.2 Osnovne rekurzivne funkcije (polazne funkcije) su:
1° N: Ny — Ny data sa (Vx € Ng) N(x) =0,
nula funkcija;
2° §:Np— Ny datasa (Vx € Np) S(x) =x+1,
funkcija naslednik (funkcija sledbenik);
3° U : Ny — Ny datasa (Vx; € Np)... (¥, € No)U; (X1, -5 X+ - Xn) = Xi,
Sfunkcija projekcija (funkcija identifikovanja i-te koordinate).
Definicija 1.1.3 Postupci formiranja novih funkcija od zadatih.
1° Supstitucija.

Neka su date funkcije g:Ng— No i hy:Nj—No, i € {1,....k}. Za funkciju f:Nj —Np
definisanu sa:
Slxr,eooxn) =glhi(xr, .oy X0)y ey Ai(X1, -0 X0))
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kaZemo da je dobijena supstitucijom pomocu funkcija g, hy, ..., hy.

Ako je k=1, onda je f(xi,...,x,) = g(hi(x1,...,x,)). Odnosno f = goh je kompozicija

funkcija g i hy.

20
.. n . n+2 .. n+1 .
Neka su date funkcije g : Ny — Noih: N, = — Ny. Za funkciju f : N,  — Ny definisanu
sa:
f(-xh‘ .. )-xl’lvo) - g(xlu e 7xn)7
f(xlv‘ .. 7xn7y+ 1) = h()C1, e 7xnay)f(x17' .. axnvy))
kaZemo da je dobijena rekurzijom pomocu funkcija g i A.
Za unarnu funkciju f : Ng — Ny vazi:
f0) = a,
fO+1) = h(y,f()-
Dok za binarnu funkciju f : Né — Np imamo na osnovu definicije:
f(x1,0) = g(x),
fny+1) = h(xi,y, f(x1,).
30
Neka je data funkcija g : Ng“ — Np takva da vaZzi uslov:
(Vx; € Np)...(Vx, € No)(Jy € No) g(x1,---,x0,y) =0,

tj. neka jednacina g(xj,...,x,,y) = 0 uvek ima reSenje po y. Za funkciju f : Ng — Np

definisanu sa f(xla' . ;xn) = .uy(g(xla s axnay) = 0) = I’I’lll’l{y €N | g(X1,. e ,xn,y) = 0}

kaZemo da je dobijena mikrorekurzijom pomocu funkcije g. Vrednost funkcije f(xi,...,x,)

za fiksiranu n-torku (xy,...,x,) je najmanje reSenje jednacine g(xy,xz,...,x,,y) = 0.
Definicija 1.1.4 Funkcija f : Ng — Np je ako postoji konacan niz
funkcija fi,..., f,, = f takvih da je svaki ¢lan niza ili osnovna rekurzivna funkcija ili je dobijena
supstitucijom ili rekurzijom od prethodnih ¢lanova niza.
Definicija 1.1.5 Funkcija f : Ng — Np je ako postoji konacan niz funkcija
fi,..., fm = f takvih da je svaki ¢lan niza ili osnovna rekurzivna funkcija ili je dobijena supstituci-

jom, rekurzijom ili mikrorekurzijom od prethodnih ¢lanova niza.

N ) Skup primitivno rekurzivnih je pravi podskup skupa rekurzivnih funkceija.
A: Né — Ny definisana dvojnom rekurzijom:

A(0,y) = y+1,
A(x+1,0) = A(x, 1),
A(x+1Ly+1) = A(x,A(x+1,y))

jeste primer rekurzivne funkcije koja nije primitivno rekurzivna.
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N Ako u prethodnoj definiciji dopustimo primenu mikrorekurzije bez obzira da li je ispunjen
uslov:

(Vx1 € Np)...(Vx, € Ng)(Fy € Ng) g(x1,...,x4,y) =0

dobijamo . Primetimo da parcijalno rekurzivne funkcije u
opStem slucaju ne moraju biti funkcije.

Rekurzivne funkcije imaju osobinu da za izracunavanje njihovih vrednosti postoji algori-
tam. Nacin izraCunavanja vrednosti osnovnih rekurzivnih funkcija je jasan. Isto vazi i za izracu-
navanja vrednosti funkcija dobijenih supstitucijom ili rekurzijom od funkcija za koje imamo
efektivan postupak za izracunavanje njihovih vrednosti. Kod funkcija nastalih rekurzijom pro-
ces izraCunavanja vrednosti funkcije moZe biti dugotrajan. Npr. za izracunavanje vrednosti
funkcije f(x,y) nastale rekurzijom po y za y = n potrebno je izraCunati vrednosti funkcije za
y€{0,1,...,n—1}. U procesu mikrorekurzije vrednost funkcije se izratunava tako $to se re-
dom proverava da li su brojevi iz skupa Ny reSenja jednacine g(xi,...,x,,y) =0 po y. Uslov
(Vx1 € Np)...(Vx, € No)(Jy € No) g(x1,...,x,,y) = 0 garantuje da ¢emo do reSenja doci posle
konac¢no koraka. Prema tome, skup rekurzivnih funkcija pripada skupu intuitivno izracunljivih
aritmetickih funkcija (po nekom algoritmu). Obrnuto, veruje se da je svaka intuitivno izracunljiva
aritmeti¢ka funkcija i rekurzivna. Sto se moze iskazati kao Church-ova teza.

m Church-ovateza 1.1 Aritmeticka funkcija je intuitivno izracunljiva ako i samo ako je rekurzivna
funkcija.

Church-ova teza izjednacava neformalni i formalni pristup pojmu efektivne izracunljivosti, te
se ne moZze u strogom smislu smatrati matemati¢kim tvrdenjem. Teza se ne moZe dokazati, ali bi
mogla biti opovrgnuta u slucaju da se pronade aritmeticka funkcija koja jeste intuitivno izracunljiva,
a nije rekurzivna. Cinjenica da takva aritmeti¢ka funkcija jo§ uvek nije nadena govori u prilog
tezi. U svakom slucaju, Church-ova teza predstavlja osnov da se prihvati da za neki problem
postoji algoritam ako i samo ako se reSavanje tog problema svodi na izraunavanje vrednosti jedne
rekurzivne funkcije.

Zadatalk 1.1 IzraCunati vrednost A(3,3), gde je A : N(z) — Ny Ackermann-ova funkcija.

Resenje. Izvedimo rekurentnu relaciju za niz A(1,n). Imamo da je A(1,0) = A(0,1) = 2. Zatim
A(l,n+1)=A(0,A(1,n)) = A(1,n) + 1. Niz A(1,n) obrazuje aritmeti¢ku progresiju ¢iji je nuliti
¢lan jednak 2 i ¢ija je razlika 1. Prema tome, imamo da je A(1,n) = n+ 2. Pokazimo principom

matematic¢ke indukcije da je (Vn € No) A(1,n) =n+2.
Zan=0vazi A(1,0) =A(0,1) = 2.
Pretpostavimo da tvrdenje vazi zan =k, tj. da je A(1,k) = k+2.
Dokazimo da ako tvrdenje vaZzi zan =k, onda vaziizan=k+ 1.

Zan=k+1imamo A(l,k+1)=A(0,A(1,k)) =A(0,k+2)=k+3 = (k+1)+2.

Izvedimo sada rekurentnu relaciju za niz A(2,n). Imamo da je A(2,0) = A(1,1) = 3. Zatim
A(2,n+1)=A(1,A(2,n)) =A(2,n) +2. Niz A(2,n) obrazuje aritmeticku progresiju ¢iji je nuliti
¢lan jednak 3 i ¢ija je razlika 2. Prema tome, imamo da je A(1,n) = 2n+ 3. Pokazimo, zatim,
principom matematicke indukcije da je (Vn € No) A(2,n) =2n+3.
Zan=0vaziA(2,0) =A(1,1) =3.
Pretpostavimo da tvrdenje vazi za n =k, tj. daje A(2,k) = 2k+3.

Dokazimo da ako tvrdenje vaZzi zan =k, onda vaziizan =k+ 1.
Zan=k+1imamoA(2,k+1) =A(1,A(2,k)) =A(1,2k+3) = (2k+3)+2=2(k+1)+3.
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Prema tome,
A(3,3) = A(2,A(3,2)) A(3,1) = A(2,5)=2-54+3=13
A(3,2) = A(2,A(3,1)) A(3,2) = A(2,13)=2-134+3=29
A(3,1) = A(2,A(3,0)) A(3,3) = A(2,29)=2:29+3=61.
A(3,0) = AQ2,1)=2-143=

Na osnovu definicije Ackermann-ove funkcije imamo da je A(3,n+1)=A(2,A(3,n)) =2A(3,n)+3
iA(3,0) =A(2,1) =5. Prema tome, vrednosti funkcije A(3,n) dobijamo kao reSenje linearne
diferencne jednacine prvog reda A(3,n+ 1) =2A(3,n)+ 3 koje zadovoljava poCetni uslov A(3,0) =
5. Imamo, A(3,n+ 1) +3 =2 (A(3,n) + 3), odakle sledi da je A(3,n) +3 = C2". Pocetni uslov,
nam daje da je C =5-+3 =8, odnosno da je A(3,n) = 8-2" — 3. Primetimo da vrednosti Ackermann-
ove funkcije A(1,n), A(2,n) i A(3,n), za n € Ny moZemo zapisati i na slede¢i nacin:

A(l,n) = n+2 = 24(n+3)-3,
A(2,n) = 2n+3 = 2-(n+3)-3,
A(3,n) = 8.2"—-3 = 233

2
o pnt3
Ako bismo nastavili navedeni postupak dobili bismo da je A(4,n) = 22 } T 3, Sto se u Knutovoj
notaciji moZze zapisati i kao A(4,n) =211 (n+3) —3. O

Zadatalk 1.2 Ispitati da li su sledece funkcije primitivno rekurzivne:
(a) Ny: Ng — Ny data sa N, (xp,...,x,) =0;
(b) K,’: : Ng — Nj data sa K:(xl,...,x,,) =k.
Resenje.
(a) Funkciju N, moZemo dobiti kao kompoziciju funkcija N i Uln :
No(x1s. o x) = N(U; (X1, xa))-

(b) Funkciju KZ moZemo dobiti kao kompoziciju funkcija S, N i U F:

Kp (X1, %) = S(S...(SIN(U; (x1,...,x2)))) ...).
k

Pokazimo koristeCi rekurziju da je funkcija K; primitivno rekurzivna. Zaista, imamo:
Kk (O) = k’
1 2 1
K (xi+1) = Uy (x1, K (x1)).
. . L v s . .. r ... . .. . ..
Zatim, koristeCi Cinjenicu da je funkcija K, primitivno rekurzivna pokazimo da je funkcija

2 L . 5
K, primitivno rekurzivna. Vazi:

2 1
K, (x1,0) = K (%),

2 3 2
K, (x1,x04+1) = U;(x1,%2,K, (x1,%2)).
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Ukoliko je algebarska funkcija KZ - primitivno rekurzivna pokazimo da je funkcija K,:l
primitivno rekurzivna. Imamo:

~1
K[}:(xlaxb"'vxnflao) = K]:] (XI,XZ,...,xn,I),
+1
KZ(xl,xz,...,xn_l,xn+1) = U:H (xl,xz,...,xn,KZ(xl,xz,...,xn)).

Zadatalk 1.3 Ispitati da li su sledece funkcije primitivno rekurzivne:
(a) fi: N(z) — Ny data sa fi(x,y) =x+y;
(b) fr: Né — Ny data sa fo(x,y) =x-y.
IzraCunati vrednosti aritmeti¢kih funkcija £3(0,2), f1(2,2) 1 f2(2,2).
Resenje.

(a) Binarna operacija + je asocijativna i 0 je neutralni element za + na skupu Ny. Prema tome,
za aritmeti¢ku funkciju f; vazi:

filx,0)=x+0=x= Ull(x),

fly+ 1) =x+(+1)=(x+y)+1=filxy)+1=S(fi(x,y))
Funkcija f] je dobijena rekurzijom pomodéu funkcija U11 iSo U33 :
fin0) = U} @),
filey+1) = S (63 fix)).

U nizu primitivno rekurzivnih funkcija U 11 , S, U; ,So U33 , 1 prve tri su osnovne rekurzivne
funkcije, Cetvrta funkcija je dobijena kompozicijom funkcija S i U33 i na kraju funkcija fi je
dobijena rekurzijom funkcija Ul1 iSo U33 . Odakle zakljuc¢ujemo da je funkcija f; primitivno
rekurzivna.

(b) Binarna operacija - je distributivna u odnosu na binarnu operaciju + na skupu Ny. Neutralni
element za - na skupu Ny je 1. Takode za svako x € Ny vaZi 0-x = x-0 = 0. Prema tome, za
aritmeticku funkciju f, imamo:

f2(x,0)=x-0=0=N(x),
Hly+1) =x-(y+1) =x-y+x=fi(f2(x,),%).
Funkcija f; je dobijena rekurzijom pomodéu funkcija N i supstitucije funkcija f7, U33 i U13 :
£(x0) = N(),

Ay+1) = AUy, HEY)),U; (65 A05y)).

Nizu iz prethodnog primera dodajemo osnovne rekurzivne funkcije U 13 1 N, zatim funkciju
koja se dobija supstitucijom pomocu funkcija fi, U33 iU 13 i na kraju funkciju f, koja se
dobija rekurzijom pomocu funkcije N i prethodne funkcije. Zaklju¢ujemo da je funkcija f>
primitivno rekurzivna.
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Imamo:

£(0,2) = S(U;(0,1,£1(0,1))) = S((0,1)) = S(S(U; (0,0, £1(0,0))))

= S(5(f1(0,0))) = S(S(U} (0))) = 5(5(0)) = S(1) =2,

A2,2) = SU;(2,1,£1(2,1)) = S(Ai(2,1)) = S(S(U; (2,0, £1(2,0))))

= S(5(f1(2,0))) = S(S(U} (2)) = 5(5(2)) = S(3) =4,

£2.2) = AU LARD)U (2,1,4(2,1) = fi(f(2,1),2)

= A(AU; (2,0, £(2,00),07 (2,0, /2(2,0))),2) = fi(fi1(/(2,0),2),2)
= fi(fi(N(2),2),2) = f1(£1(0,2),2) = f1(2,2) = 4.

Zadatalk 1.4 Ispitati da li su sledeée funkcije primitivno rekurzivne:
(2) g1:No—Npdatasag;(x) =x+(x—1)+...+140;
(b) g2: Ny — Ny data sa g>(x) = x!;
(c) g3:Nop— Npdatasags(x)=x!+(x—1)I+...+ 1140
Zadatalk 1.5 Ispitati da li su sledeée funkcije primitivno rekurzivne:
(a) f3: Né — Ny data sa f3(x,y) =x”;

(b) fa: Né — Ny data sa fy(x,y) =2 +y";

(©) f5:N; — Ny data sa f5(x,y) o
Resenje.
(a) Zasvako x € N vazi x” = 1. Neka je i 0° = 1. Prema tome, za aritmeticku funkciju f3 imamo:
f3(x,0) =20 =1=S(N(x)),

f3(x’y+ 1) = x(y+1) =x-x= f2(f3('xay)7x)'
Funkcija f3 je dobijena rekurzijom pomocu funkcija S o N i supstitucije funkcija f7, U; i U13 :

f3(xa0) = S(N(x))a
fley+1) = fz(Uf(x,y,ﬁ(x,y)),Uf(x,y,fg(x,y)).

Nizu aritmeticke funkcije f, dodajemo kompoziciju osnovnih rekurzivnih funkcija So N,
zatim funkciju koja se dobija supstitucijom pomocu funkcija f5, U33 iU 13 i na kraju funkciju
/3 koja se dobija rekurzijom pomoéu funkcije So N i prethodne funkcije. Zakljucujemo da je
funkcija f3 primitivno rekurzivna.
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(b) Za aritmeti¢ku funkciju f; vazi:

F1(63) = 3 = fi(H063), 50 (6,3),U7 (x,3)).

Funkcija f4 je dobijena supstitucijom pomocu funkcija fi, f3 i funkcije koja je dobijena
supstitucijom pomocu funkcija f3, U22 i U12 . Nizu aritmeticke funkcije f3 dodajemo osnovne
rekurzivne funkcije U22 iU 12 , zatim funkciju koja se dobija supstitucijom pomocu funkcija

/3 U22 i U12 i funkciju f1. Zakljucujemo da je funkcija f4 primitivno rekurzivna.

(c) Za aritmeticku funkciju f5 imamo:
1
f5(x70) =X= Ul (x)7

"

fS(xay—i_l) :xx }yH :xx"ﬁ ’ :f3(x7f5(x7y))‘

Funkcija f5 je dobijena rekurzijom pomocu funkcija U11 i supstitucije funkcija f3, U13 i U; :
1
f5<X,0) = U (x)7

fS(x7y+1) = f3(U13(x7yaf5(xay))’U;(x7y7f5(x)y))'

Nizu aritmeticke funkcije f3 dodajemo funkciju koja se dobija supstitucijom pomocu funkcija

HU 13 i U33 1 funkciju f5 koja se dobija rekurzijom pomocu funkcije U 11 i prethodne funkcije.
ZakljuCujemo da je funkcija f5 primitivno rekurzivna.

]
Zadatak 1.6 Ispitati da li su sledeée funkcije primitivno rekurzivne:
0, x=0,
(a) fo:Nop— Npdatasa fe(x) =x=1=
x—1, xeN;
) 0, x <y,
(b) f7:Ny — Npdatasa f7(x,y) =x+y=
X—=y, X 2 Y,
2
(c) fs: Ny = Ny datasa fg(x,y) = |x—y[;
) Y, x<y,
(d) fo:Ny — Ny datasa fo(x,y) = max{x,y} =
X, X2y
5 X, x <y,
(e) flO : 1\I() — 1\IO data sa flO(xvy) = min{xay} =
yox2y
Resenje.
(a) Aritmeticku funkciju fi nazivamo . Funkcija f je dobijena rekurzijom

pomocu nularne funkcije izbora konstante 0 i funkcije U, :
fe (0) = 0,
2
folx+1) = U (x, fo(x)).

ZakljuCujemo da je funkcija fg primitivno rekurzivna.
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(b) Aritmeticku funkciju f7 nazivamo

(©)

(d

)

—

. Funkcija f7 je dobijena rekurzijom
pomocu funkcija U11 i kompozicije funkcija fg U33 :

f7(X,O) = Ul1 (X),

Aly+1) = folUs (o, f(xy)-

Niz primitivno rekurzivnih funkcija za funkciju f7 sadrzi osnovne rekurzivne funkcije U,

i U33 , funkciju prethodnika fy i monus funkciju f7. Odakle zaklju¢ujemo da je funkcija f7
primitivno rekurzivna.

Za funkciju fg vazi:

X—=y, X2y

fa(x,y)=|x—y = {

y—x, x<y
= ABHEY), H0X) = A (A6, £ U (5), U (5,5))).

Funkcija f3 je dobijena supstitucijom pomocu funkcija f1, f7 i funkcije dobijene supstitucijom
pomocu funkcija f7, U, 1 U, . Nizu aritmetic¢kih funkcija f1 1 f; dodajemo osnovnu rekurzivnu
funkciju U22 , zatim funkciju koja se dobija supstitucijom pomocu funkcija f7, U22 1 U12 ina
kraju funkciju f3 koja se dobija supstitucijom pomocu funkcija f1, f7 i prethodne funkcije.
ZakljuCujemo da je funkcija fg primitivno rekurzivna.

Za funkciju fo vazi:

folx,y) = max{x,y}:{

X, X2>Y;
— il H0%) = AU EY), (U5 (5,9),U7 (x,3))-

Funkcija fy je dobijena supstitucijom pomocu funkcija fi, U 12 i funkcije dobijene supstitu-
cijom pomocu funkcija f7, U22 iU 12 . Nizu aritmetickih funkcija f; i f7 dodajemo osnovnu
rekurzivnu funkciju U22 , zatim funkciju koja se dobija supstitucijom pomocu funkcija f7, U22
iU 12 i na kraju funkciju fy koja se dobija supstitucijom pomocu funkcija fi, U 12 1 prethodne
funkcije. Zaklju€ujemo da je funkcija fo primitivno rekurzivna.

Za funkciju fig vazi:

x, x<Yy,

flo(x7y) = min{x7y}_{

y, X2y
= s frxy) = UL (59), f(5,).

Funkcija fi¢ je dobijena supstitucijom pomocu funkcija f7, U, i f7. Nizu aritmeti¢ke funkcije

f7 dodajemo samo funkciju fi¢ koja se dobija supstitucijom pomocu funkcija f7, U12 ify.
ZakljuCujemo da je funkcija fo primitivno rekurzivna.
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Zadatalk 1.7 Ispitati da li su sledee funkcije primitivno rekurzivne:
0, x=0,

(a) f11:No— Np data sa f1;(x) =sgn(x) =
1, xeN;

PR 1? x = 0’
(b) fi2: No — Ny data sa fi2(x) =sgn(x) =
0, xeN.

Resenje.

(a) Funkcija fi; je dobijena rekurzijom pomocu nularne aritmeticke funkcije izbora konstante O,
i kompozicije funkcija SoNo U 12 :

f11(0) = 0,
M) = SINU; (%, f1(x))))-

L . .. " . .. L2 ..
Niz aritmetiCke funkcije fi; ¢ine osnovne rekurzivne funkcije S, N i U, , nularna funkcija

izbora konstante 0, kompozicija funkcija SoN o U12 , 1 na kraju funkciju fi; koja se dobija
rekurzijom pomocu funkcije izbora konstante O i prethodne funkcije. Zaklju¢ujemo da je
funkcija f;; primitivno rekurzivna.

(b) Da je funkcija fj, primitvno rekurzivnha moZemo dokazati na dva nacina. Sli¢no kao u
prethodnom primeru funkcija fi, je dobijena rekurzijom pomocu nularne aritmeticke funkcije
izbora konstante 1, i kompozicije funkcija No U :

f12(0) = 1,
1) = N ).

. . v .. o . .. .2 e
Niz aritmeticke funkcije f» Cine osnovne rekurzivne funkcije N i U, , nularna funkcija izbora

konstante 1, kompozicija funkcija N o U12 , 1 na kraju funkciju fi, koja se dobija rekurzijom
pomocu funkcije izbora konstante 1 i prethodne funkcije.

Sa druge strane, za funkciju fi vazi f12(x) = 1 — f1;(x). Funkcija f1, je dobijena supstituci-
jom pomocu funkcija f7, kompozicije funkcija So N o U, i funkcije fi1:

(%) = F(SN(U (), fi1 ().

Nizu aritmeti¢kih funkcija f7 i f1; dodajemo funkciju fi>. Zaklju¢ujemo da je funkcija fio
primitivno rekurzivna.

OJ

Zadatalk 1.8 Ispitati da li su sledece funkcije primitivno rekurzivne:

I, x=n,
(a) dy : Ng — Ny data sa d,(x) =
0, xeNp\{n}.
I, xeN,
(b) dy : No — Ny data sa dy(x) =
0, XEN()\N,

gde je N = {ny,ny,...,n;} konacan podskup skupa Ny.
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Resenje.

(a)

(b)

Primetimo da je za n = 0 funkcija dy jednaka funkciji sgn. Za funkciju d,, i proizvoljno n € Ny
vazi d,(x) = sgn(|x —n|). Odakle zakljuCujemo da je funkcija d, dobijena kompozicijom

funkcije fi2 1 funkcije dobijene supstitucijom pomocu funkcija f3, U; i K,;:

1

1
dn(x) = fr2(fs (U} (x), K, (x)))-
Nizovima aritmetickih funkcija fg i fi» dodajemo funkciju K,:, funkciju koja se dobija sup-

stitucijom pomocu funkcija fg, U 11 i K,i, i na kraju funkciju d, koja se dobija kompozicijom
funkcija fi, i prethodne funkcije. Zaklju€ujemo da je funkcija d, primitivno rekurzivna.

Za funkciju dy vazi dy(x) = Y~_, d,.(x). Ukoliko je skup N jedno¢lan, na osnovu prethodnog
primera imamo da je aritmeticka funkcija dy primitivno rekurzivna. Zatim, koristeci Cinjenicu
da su za jednoclane skupove {n;} i {n,} funkcije d,, i d,, primitivno rekurzivna pokazimo
da je funkcija dy,, ,,) primitivno rekurzivna. Vazi:

d{m 2} (x) = fl (dnl ()C) ) dﬂz (x))

Funkcija dy,, ,,,) je dobijena supstitucijom pomocu funkcija f1, dy, 1 dy,. Pretpostavimo da je
funkcija dy\ ,, primitivno rekurzivna. Cilj nam je da pokaZemo da je i funkcija dy primitivno
rekurzivna. Zaista, funkcija dy je dobijena supstitucijom pomocu funkcija fi, dy\y,, 1 dp,:

dN(x) =f (dN\nk ('x)7dnk (X))

Zadatak 1.9 Ispitati da li su sledeée funkcije primitivno rekurzivne:

(a)

(b)

0, x je paran broj,
f23 : No — Ny data sa fr3(x) =
1, xje neparan broj;

3, X je paran broj,

x—1

f24 : I\IO — NO data sa f24(_x) =
*5—, X Je neparan broj.

Resenje.

(a)

Za binarnu aritmeticku funkciju f,3 vazi:

ako je x € N paran broj, onda je x — 1 neparan broj, pa je
fa3x)=1—fax—1)=1-1=0,
ako je x € N neparan broj, onda je x — 1 paran broj, pa je
f3x)=1—fa(x—1)=1-0=1.
Odakle zakljuc¢ujemo da vazi:

f23(0) =0,
fax+1) = f7(1, fo3(x)).
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Prema tome, funkcija f,3 je dobijena rekurzijom pomocu nularne aritmeti¢ke funkcije izbora
. . .. .. 2. .2
konstante 0, i supstitucije funkcija f7, SoNoU, iU, :

f3(0) = 0,
2 2
falx+1) = fHEWNU] (x,f23(x)))),U; (x, f23(x))).
Nizu aritmeticke funkcije f7 dodajemo osnovne rekurzivne funkcije S, N i U22 , kompoziciju

funkcija SoNo U12 , funkciju koja se dobija supstitucijom pomocu funkcija f7, prethodne

funkcije i U22 i na kraju funkciju f>3 koja se dobija rekurzijom pomocu funkcije izbora
konstante 0 i prethodne funkcije. Zaklju¢ujemo da je funkcija f>3 primitivno rekurzivna.

(b) Za binarnu aritmeti¢ku funkciju fo4 vazi:

3, X je paran broj,
X

fa(x) = { . .
“5—, X Je neparan broj.

% +1, xje paran broj,

= X je neparan broj.
fra(x—1)41, x je paran broj,
B { fra(x—1), x je neparan broj.
Odakle zakljucujemo da vazi:
fua(0) = 0,

falx+1) = fi(faulx), fr3(x+1)).

Prema tome, funkcija f»4 je dobijena rekurzijom pomocu nularne aritmeticke funkcije izbora
. L .. 2. 2
konstante 0, i supstitucije funkcija f1, U, i fo30S80U;:

f4(0) = 0,
fax+1) = [(Us (% fax), f3(SU (x, 4 (x)))))-

Nizu aritmetickih funkcija f] i f>3 dodajemo funkciju koja se dobija supstitucijom pomocu
funkcija fi, U22 i kompozicije funkcija fo3, S i U12 , 1 na kraju funkciju f>4 koja se dobija
rekurzijom pomocu funkcije izbora konstante O i prethodne funkcije. Zakljucujemo da je
funkcija f>4 primitivno rekurzivna.

Zadatalk 1.10 Ispitati da li su sledeée funkcije parcijalno rekurzivne:

(a) fos : Ng x N — Ny data sa fo5(x,y) = [ﬂ

(b) f26 :Nog x N — Ny data sa fZG(X,y) =x— |:§:| -y
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Resenje.
(a) Zadatak resavamo koriséenjem mikrorekurzije. Aritmeticka funkcija f;5 je
X X
Podsetimo se, za koli¢nik pri deljenju x € Ny say € N vazi da je [] =max<t €Ny ‘ r< - }
y y
X X
Najvedi broj t € Ny za koji je t < — je broj t € Ny za koji vazit < — <r+ 1, odnosno to je
Y y

najmanji broj ¢ € Ny takav da je * < t+ 1. Kako vazi da je y € N, mnoZenjem prethodne

jednakosti sa y dobijamo x < y (ti;L 1). Navedena nejednakost je ekvivalentna nejednakosti
y(t4+1) —x> 0. Kako je razlika brojeva y (r + 1) i x pozitivna, operaciju oduzimanja mozemo
zameniti sa binarnom operacijom monus na skupu Ny. Odakle dobijamo y (4 1) =~ x > 0,
$to je ekvivalentno sa tvrdnjom da je y (t + 1) —x # 0. Prema tome, sgn(y (r+1) ~x) = 0.
Dakle, imamo niz jedankosti

[;] = max{teNo‘tgi} :min{tENO‘i<t+l}
= min{reNg|x<y(+1)} = min{reNo|y(t+1)—x>0}
= min{reNg|y(t+1)=x>0} = min{r € No|y(t+1)=x#0}
= min{r € Ny |sgn(y(r+1)=x) =0} = min{r € No|g(x,y,r) =0} .

Funkciju g : Ng — Np definiSemo sa
80e1) = fo (A0 51).0) = fio (7 (12 (U3 (60), 803 (.31 ) U] (1)) )
Nase konacno reSenje je fos(x,y) = i (g(x,y,¢) =0).
(b) Aritmeti¢ka funkcija fa6 je . Vazi daje frg(x,y) =x— [;] y=x-=- [x] y=

y
Fr o fos(x,9),9)) = F1(UF (56,3), o Fos(x,9),Us (5,3)).

Zadatalk 1.11 Ispitati da li su sledece funkcije parcijalno rekurzivne:
(a) f7: N = Np data sa fo7(x) = [log, (x)];
(b) fas : Nx (N\{1}) — Ny data sa fos(x,y) = [log,(x)];
(¢) fa9: No — Ny data sa frg(x) = [/7];
(d) fa0:Nox N — Ny data sa f3o(x,y) = [/x];

(e) f31:No— Ny datasa f31(x) = [\@x];

() f32:No — Np data sa f33(x) = [\2} i

Resenje.

(e) Zadatak reSavamo kori$¢enjem mikrorekurzije. Imamo da je

[\@x} :max{yeNo‘yS\fo}.
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Najveéi broj y € Ny za koji je y < v/2x je broj y € Ny za koji vazi y < v/2x < y+ 1, odnosno to
je najmanyji broj y € Ny takav da je v/2x < y+ 1. Kvadriranjem prethodne jednakosti dobijamo
2x* < (y+1)%. Navedena nejednakost je ekvivalentna nejednakosti (y + 1)> —2x? > 0.
Kako je razlika brojeva (y+ 1)? i 2x? pozitivna, operaciju oduzimanja moZemo zameniti
sa binarnom operacijom monus na skupu Ny. Odakle dobijamo (y+ 1)? =2x? > 0, §to je
ekvivalentno sa tvrdnjom da je (y +1)? = 2x? # 0. Prema tome, sgn((y +1)? = 2x%) = 0.

Funkciju g : N(z) — Np definiSemo sa

= fe(f (L (S En).s(UE))

A(S(s(V(Urwm))) o (U )l @) ) ) -

Nase konacno resenje je f31(x) = (g(x,y) =0).

g(x,y) = fr(fH(ASG),S0)), LS(SN(X))), f2(x,x))))
2
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